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摘　要：为了利用有限的监测数据评判隧道衬砌裂缝稳定性，应用小波变换对衬砌裂缝监测数据进

行分析，去除因环境变化与测试误差而产生的高频部分，保留因围岩压力变化而产生的低频部分，

实现了裂缝时效变形的分解。应用灰色理论建立了衬砌裂缝时效变形的ＧＭ（１，１）灰色预测模型，

实现了利用前期监测数据预测衬砌裂缝后期发展。应用尖点突变模型的平衡条件建立了衬砌裂缝

稳定性判据。构建了基于灰色突变理论的隧道衬砌裂缝诊断模型，并对２条典型衬砌裂缝进行了

分析。分析结果表明：２条裂缝稳定性判据大于０，均未达到失稳条件；其实测宽度变化量小于

０．２ｍｍ，宽度变化速率小于０．００２ｍｍ·ｄ－１，处于稳定状态，因此，该诊断模型可准确预测衬砌裂

缝发展趋势。
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０　引　言

随着隧道运营时间的延长，由于受衬砌材料劣

化、围岩压力变异、温度、湿度等因素的影响，隧道衬

砌结构产生了不同程度的裂损现象。Ｉｎｏｋｕｍａ等对

日本公路隧道病害情况进行了统计分析，其中约

６０％的公路隧道存在各种病害现象，其中，衬砌开裂

所占比例最大［１］；吴江滨等分析结果表明运营铁路

隧道的６０％以上存在不同程度的病害，１９９９年铁路

运营隧道失格率为６５．２％，２０００年隧道失格率为

６５．７％，其中失格隧道均存在不同程度的衬砌开裂

现象［２］。

衬砌裂缝会导致隧道结构承载能力和耐久性

下降，给隧道内行车和行人安全造成威胁。由于

隧道衬砌结构处于复杂的地质环境中，只从理论

上研究衬砌裂缝的稳定性问题并不能反映真实情

况，因此，一些专家学者通过现场监测来评判衬砌

裂缝的稳定性。叶飞等介绍了隧道衬砌裂缝的监

测方法与三维裂缝监测原理，并结合工程实例对

衬砌结构的承载状况与安全性进行了诊断和评

价［３４］；王建秀等通过对连拱隧道３０处裂缝测点

的监测认为衬砌裂缝运动具有时效特性，一般按

照先增后减的规律变化，若出现突变或匀速单调

发展则表明衬砌裂缝变化异常［５］；潘洪科等根据

２２处衬砌裂缝监测数据分析了偏压荷载作用下的

衬砌裂缝变化规律［６］。

隧道衬砌裂缝健康监测数据采集后，需要进行

加工处理，并研究如何通过有限的监测数据评价与

预测隧道衬砌裂缝的稳定性。采用趋势图或回归分

析来处理衬砌裂缝健康监测数据虽然直观、简便，但

要求样本量较大，且分布规律较好，对变量的依赖性

较强，若回归因子选择不当，预测精度无法保证，因

此，有必要寻求一种有效的隧道衬砌裂缝健康监测

数据处理方法。Ｃａｔｂａｓ等采用模糊层次定权和概

率可靠度相结合的方法对桁架桥梁长期监测数据进

行处理，并据此对该桥的可靠性进行了量化分析［７］；

Ｐｏｓｅｎａｔｏ等针对土木工程结构监测中存在的问题，

提出了采用移动主成分分析与移动相关分析来判断

结构的状态［８］；Ｗｅｎｇ等采用随机子空间识别方法

和频域分解法对大跨斜拉桥结构健康监测数据进行

处理，通过对监测系统收集的动态数据进行分析得

到了大跨斜拉桥各构件之间的动态交互关系［９］；

Ｇｕｌ等建立了监测数据的自回归模型，基于马氏距

离对结构的异常监测算法进行了改进［１０］；Ｌｉ等利用

尖点突变理论建立了基于现场监测数据的滑坡时间

预测模型［１１１２］；Ｌｉｕ等基于特殊地区实际地震活动

时间序列提出了一种基于尖点突变理论的地震灾害

评估和地震预测方法［１３］；Ｘｕ等结合ＢＰ神经网络和

突变理论，建立了基于声发射时间序列的岩爆预测

模型来预测岩爆［１４］；王思长等应用尖点突变理论研

究了岩质边坡开挖过程中的稳定性［１５］。

从上述分析可以看出，目前，针对衬砌裂缝健康

监测数据的处理方法很多，但由于衬砌裂缝发展具

有影响因素较多、灰色性与裂缝失稳突变等特点，上

述各种方法单独应用于衬砌裂缝监测数据的处理均

不能满足实际要求。为此，本文将小波理论、灰色理

论和突变理论结合起来研究衬砌裂缝监测数据的变

化规律，据此预测隧道衬砌裂缝的稳定性，从而建立

一种基于有限监测数据的隧道衬砌裂缝稳定性评价

预测方法。

１　基于小波变换的衬砌裂缝时效变形

分解

隧道衬砌裂缝时效变形指的是衬砌裂缝宽度、

长度、深度等参数随时间的改变量。衬砌裂缝的时

效变形主要由３种因素引起：第１种因素为围岩压

力，如塑性地压与胀性地压等，该因素的影响具有连

续性、单调性和不可逆性；第２种因素为环境，如温

度变化、大气降水等，该因素的影响具有间断性和

周期性；第３种因素为测试误差，如监测仪器误差

与读数误差等，该因素的影响具有随机性。通常

而言，环境与测试误差对隧道衬砌裂缝时效变形
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的影响相对较小，且短时间内一般不会致其突然

失稳，而围岩压力对衬砌裂缝影响较大，是导致衬

砌裂缝失稳的主要因素。在研究基于监测数据的

裂缝稳定性时，重点研究围岩压力变化产生的衬

砌裂缝时效变形，因此，需要寻找一种方法将这种

时效变形从裂缝监测数据中剥离出来，而小波变

换可为其提供理论依据。

小波变换是通过小波基函数ψ（狋）对信号犉（狋）

进行变换，狋为时间。信号犉（狋）属于平方可积的实

数空间，其连续小波变换可表示为

犠（犪，犫）＝
１

槡犪∫
＋!

－!

犉（狋）ψ
狋－犫（ ）犪

ｄ狋 （１）

式中：犠（犪，犫）为小波变换函数；犪为尺度因子，犪∈犚，

且犪≠０；犫为时间平移因子，犫∈犚。

小波变换的逆变换（或小波重构）可表示为

犉（狋）＝
１

犆∫
＋!

－!∫
＋!

－!

犠（犪，犫）ψ
狋－犫（ ）犪

ｄ犪ｄ犫 （２）

式中：犆为小波变换系数。

Ｍａｌｌａｔ提出了信号的塔式多分辨率分析与重构

的快速算法［１６］，可表示为

犮０（狀）＝犉（狀） （３）

式中：犉（狀）为犉（狋）的离散采样序列；犮０（狀）为犉（狋）在

离散小波变换后的尺度因子犼＝０时的值，狀为离散

阶数。

信号犉（狋）的离散二进小波变换为

犮犼＋１（狀）＝∑
犽∈犣

犺（犽－２狀）犮犼（犽）

犱犼＋１（狀）＝∑
犽∈犣

犵（犽－２狀）犱犼（犽
烅

烄

烆 ）

（４）

犵（犽）＝ （－１）
１－犽犺（１－犽）

式中：犺（犽－２狀）、犵（犽－２狀）为共轭滤波器系数；犽为

离散小波变换后的平移因子；犮犼（犽）、犱犼（犽）分别为

犉（狋）在犼的近似部分和细节部分。

犮０（狀）经过尺度因子可分解为犱１（狀）、犱２（狀）、…、

犱犼（狀）与犮犼（狀）。设犉（狋）的分析频率为犳，则分解结

果对应的各频带为（２－１犳～犳）、（２
－２
犳～２

－１
犳）、…、

（２－狀犳～２
－狀＋１
犳）与（０～２

－狀
犳），该过程为多分辨率

分析。

对应的小波重构公式为

犮犼－１（狀）＝∑
犽∈犣

犺（犽－２狀）犮犼（犽）＋

　　∑
犽∈犣

犵（犽－２狀）犱犼（犽） （５）

　　基于上述小波变换过程，将衬砌裂缝监测数据

视为数字信号序列，且包含不同频率组分，分析时，

首先对衬砌裂缝特征参数的监测数据序列进行多层

小波分解，去除因环境变化与测试误差而产生的裂

缝变化，保留因围岩压力变化而产生的裂缝变化，进

而实现了隧道衬砌裂缝时效变形的分解。

２　犌犕（１，１）灰色预测模型

隧道衬砌裂缝的影响因素很多，且均具有很

大的不确定性与灰色系统的特征，因此，可用灰色

理论［１７１８］来研究衬砌裂缝稳定性问题。衬砌裂缝

监测数据随时间变化具有一定的规律性，可将其

视为按照一定趋势变化的数据序列，应用灰色理

论将衬砌裂缝影响因素视为灰色量，将规律性不

强的初始监测数据累加生成明显单调变化的数据

序列，从而构建灰色模型。

本文选取ＧＭ（１，１）灰色预测模型分析衬砌裂缝

监测数据，该模型具有适用性强、预测精度高、所需原

始数据少、易实现电算等优点，其预测方程为仅含一

个变量的一阶微分方程。该模型的实现过程如下

犡１（犻）＝∑
犻

狊＝１

犡０（狊） （６）

式中：犡０（狊）为第狊个初始监测数据；犡１（犻）为原始数

据序列犡０ 的一次累加生成序列犡１（１ＡＧＯ序列）

的第犻个值。

对式（６）求导得ＧＭ（１，１）预测模型的微分方程为

ｄ犡１
ｄ狋
＋狆犡１ ＝狇 （７）

式中：狆为发展灰数；狇为内生控制灰数。

求解式（７）得狋时犡１ 的值为

犡１（狋）＝ 犡０（１）－
狇［ ］狆 ｅ

－狆狋
＋
狇
狆

（８）

　　通过最小二乘原理求得待估参数矩阵犇为

犇＝
狆［］
狇
＝ （犅

Ｔ犅）－１犅Ｔ犢 （９）

犅＝

－
１

２
［犡１（１）＋犡１（２）］ １

－
１

２
［犡１（２）＋犡１（３）］ １

 

－
１

２
［犡１（狅－１）＋犡１（狅）］

熿

燀

燄

燅
１

犢＝

犡０（２）

犡０（３）



犡０（狅

熿

燀

燄

燅）

　　式（９）为ＧＭ（１，１）灰色预测模型中狆和狇的矩

阵辨识计算式。
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当实际时间间隔为犾时，式（８）的离散值为

犡１（犾＋１）＝ 犡０（１）－
狇［ ］狆 ｅ

－狆犾
＋
狇
狆

（１０）

　　对式（１０）求导得其还原解为

犡０（犾＋１）＝－狆 犡０（１）－
狇［ ］狆 ｅ

－狆犾 （１１）

　　以上为ＧＭ（１，１）灰色预测模型的解算过程。

３　尖点突变模型

隧道衬砌结构处于正常围岩压力之下，衬砌裂

缝变化一般具有渐变特征，若围岩压力出现异常，衬

砌裂缝会由相对稳定的渐变状态变为失稳扩展状

态，可见，衬砌裂缝失稳具备突变特点，因此，可借助

突变理论［１９］研究裂缝的稳定性。本文选用尖点突

变模型研究衬砌裂缝稳定性，其势函数为

犞（狓）＝
１

４
狓４＋

１

２
狌狓

２
＋狏狓 （１２）

其相空间是三维的，其一阶导数为状态曲面

犞′（狓）＝狓
３
＋狌狓＋狏＝０ （１３）

式中：狓为状态变量；狌、狏为控制变量。

系统稳定性取决于式（１３）确定的临界点，

式（１３）有１个实根或３个实根，实根的数目由判别

式Δ的符号决定

Δ＝４狌
３
＋２７狏

２ （１４）

　　当Δ＞０时，式（１３）仅有１个实根，系统处于稳

定状态；当Δ＝０时，若狌和狏同时为０，存在３重

根，若狌和狏不同时为０，存在２重根，对应于分歧

点的２条曲线，系统有２个临界稳定状态，受扰动后

会产生突变；当Δ＜０时，式（１３）有３个互异实根，

其中２个代表系统稳定，另１个代表系统不稳定，仅

当系统进入分歧点时才发生突变。

图１　突变流形

Ｆｉｇ．１　Ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｍａｎｉｆｏｌｄ

将系统状态描述为以狓、狌、狏为坐标的三维空

间中的一点，而由犞′（狓）确定的空间曲面称为突变

流形（图１）。突变流形的上叶和下叶表明系统处于

渐进稳定状态，而中叶表明系统处于不稳定状态。

势函数由上叶进入下叶或由下叶经过中叶进入上叶

时，系统发生突变。

４　隧道衬砌裂缝稳定性的预测模型

隧道衬砌裂缝现场监测内容主要是裂缝宽度、

长度和深度等，其中监测裂缝宽度的变化现场易操

作，且能反映裂缝的发展趋势，实际应用较多。监测

衬砌裂缝宽度时，变量仅有一个，可将ＧＭ（１，１）模

型狋时刻的１ＡＧＯ序列值犡１（狋）按Ｔａｙｌｏｒ级数展

开为幂级数形式

δ（狋）＝犃０＋犃１狋＋犃２狋
２
＋…＋犃犲狋

犲 （１５）

式中：犃０～犃犲 为常系数，可用多元回归确定；犲为

级数。

考虑精度与建模方便，取前５项，式（１５）化为

　δ（狋）＝犃０＋犃１狋＋犃２狋
２＋犃３狋

３＋犃４狋
４＋犃５狋

５ （１６）

　　对式（１６）求导得ＧＭ（１，１）灰色预测模型还原

解式（１１）的Ｔａｙｌｏｒ级数展开式为

犝 ＝犃１＋２犃２狋＋３犃３狋
２
＋４犃４狋

３
＋５犃５狋

４ （１７）

式中：犝 为式（１１）的时效分量序列，即隧道衬砌裂缝

的时效分量。

　　令 狔０＝犃１

狔１＝２犃２

狔２＝３犃３

狔３＝４犃４

狔４＝５犃５

则式（１７）可化为

犝 ＝狔０＋狔１狋＋狔２狋
２
＋狔３狋

３
＋狔４狋

４ （１８）

　　对式（１８）进行Ｔｓｃｈｉｒｎｈａｕｓ变换，得

犝 ＝狕３犛
４
＋狕２犛

２
＋狕１犛＋狕０ （１９）

犛＝犿＋狋

犿 ＝狔３／４狔４

狕０ ＝狔４犿
４
－狔３犿

３
＋狔２犿

２
－狔１犿＋狔０

狕１ ＝－４狔４犿
３
＋３狔３犿

２
－２狔２犿＋狔１

狕２ ＝６狔４犿
２
－３狔３犿＋狔２

狕３ ＝狔４

　　将式（１９）变换为尖点突变模型势函数的标准形

式，得

犝 ＝
１

４
犜４＋

１

２
狑１犜

２
＋狑２犜＋狑３ （２０）

犜＝
犛

４

１／４狘狕３槡 狘

狑１ ＝狕２／狘狕３槡 狘

狑２ ＝狕１
４

４狘狕３槡 狘

狑３ ＝狕０

　　式（２０）中的常数项不影响犝 的性质，可略去常

７３
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数项，得

犝 ＝
１

４
犜４＋

１

２
狑１犜

２
＋狑２犜 （２１）

　　式（２１）为式（１９）的标准势函数形式，这样就建

立了基于现场监测数据的隧道衬砌裂缝稳定性预测

模型。

５　隧道衬砌裂缝稳定性判据的确定

对式（２１）求导并令其等于０，得标准势函数平

衡曲面方程为

犜３＋狑１犜＋狑２ ＝０ （２２）

　　对式（２２）求导得平衡曲面的突变点集方程为

３犜２＋狑１ ＝０ （２３）

　　联立式（２２）、（２３）得分歧点集方程犙为

犙＝４狑
３
１＋２７狑

２
２ ＝０ （２４）

　　在狑１、狑２ 构成的控制变量平面内，分歧点集表

现为２条曲线（图２）。可知，分歧点集将控制变量

平面划分为２部分：当４狑３１＋２７狑
２
２＞０时，位于曲线

上方，此时仅存在唯一极小值，衬砌裂缝处于稳定状

态；当４狑３１＋２７狑
２
２＝０时，位于曲线上，衬砌裂缝处

于不稳定状态；当４狑３１＋２７狑
２
２＜０时，位于曲线下

方，此时衬砌裂缝存在３个平衡点，即平衡曲面方程

的３个互异实根对应的临界点，其中２个对应稳定

状态，另１个对应不稳定状态，若系统达到分歧点，

则衬砌裂缝产生突变，判断衬砌裂缝是否发生突变

失稳还应满足条件３犜２＋狑１＜０。

图２　分歧点集

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｅｔ

可见，隧道衬砌裂缝发生突变失稳的判据为下

述２个条件之一：４狑３１＋２７狑
２
２＝０；４狑

３
１＋２７狑

２
２＜０且

３犜２＋狑１＜０。衬砌裂缝稳定性预测流程见图３。

６　工程实例分析

为了便于对比分析，本文选取文献［６］中２条典

型衬砌裂缝的监测数据作为研究对象，验证本文提

出的基于小波变换、灰色预测和尖点突变的隧道衬

砌结构裂缝稳定性预测模型的实用性。

图３　衬砌裂缝稳定性预测流程

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｆｌｏｗｏｆｌｉｎｉｎｇｃｒａｃｋｓｔａｂｉｌｉｔｙ

选取的２条衬砌裂缝分布于三公菁隧道衬砌之

上，隧道为上下分离式四车道连拱隧道，总长度为

２５５ｍ，最大埋深为６３ｍ，设计净宽为１０．５２５ｍ，净

高为７．２００ｍ。隧道洞身围岩以强中风化砂岩和

泥岩为主，围岩较破碎，节理裂隙发育，地下水受大

气降水补给明显，隧道洞口覆土深度较浅，洞身存在

一定程度偏压。在隧道上行线施工完成后３个月左

右，该隧道二次衬砌中出现了多条不同程度的裂缝。

为研究衬砌裂缝的发展变化规律，文献［６］选取了

２２条裂缝进行了现场监测，本文选取了其中的Ｌ１

裂缝和Ｌ２２裂缝的原始监测数据进行分析，这２条

裂缝的宽度变化原始监测数据见图４。

基于小波变换理论对原始监测数据进行多层小

波分解，去除因环境变化与测量误差而产生的高频

变化部分，保留因隧道围岩压力变化而产生的低频

变化部分，并进行小波重构，得到的２条裂缝宽度变

化见图５。

由此建立等间隔时间序列，时间间隔取为５ｄ，并

进行１ＡＧＯ序列生成，１ＡＧＯ序列生成前后裂缝的

宽度变化见图６。由图６可见，经１ＡＧＯ序列生成

后，２条裂缝的监测数据呈现较好的单调递增规律。

利用式（９）计算出狆、狇的值，其中，Ｌ１裂缝宽度

变化的１ＡＧＯ序列预测模型为

犡１（犾＋１）＝４．７５２ｅ
０．０８７８犾

－４．５６２ （２５）

　　求其还原解，可得Ｌ１裂缝的预测模型为

犡０（犾＋１）＝０．４１７ｅ
０．０８７８犾 （２６）
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图４　裂缝的宽度变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｗｉｄｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｃｒａｃｋｓ

图５　小波重构后裂缝的宽度变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｗｉｄｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｃｒａｃｋｓａｆｔｅｒ

ｗａｖｅｌｅｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

　　Ｌ２２裂缝宽度变化的１ＡＧＯ序列预测模型为

犡１（犾＋１）＝－２９．８４４ｅ
－０．００２１１犾

＋２９．８４９（２７）

　　求其还原解，可得Ｌ２２裂缝的预测模型为

犡０（犾＋１）＝０．０６３ｅ
－０．００２１１犾 （２８）

图６　１ＡＧＯ序列生成前后裂缝的宽度变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｗｉｄｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｃｒａｃｋｓｂｅｆｏｒｅａｎｄ

ａｆｔｅｒ１ＡＧＯｓｅｑｕｅｎｃｅｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

　　将衬砌裂缝宽度变化的１ＡＧＯ序列值展开为

时间狋的幂级数形式，为简化起见，令狋为累计监测

天数除以时间间隔５ｄ，则对于Ｌ１裂缝有

δ（狋）＝９．１７×１０
－２－１．５０×１０－１狋＋

１．５７×１０－１狋２－１．５７×１０－２狋３＋

８．１０×１０－４狋４－１．３５×１０－５狋５ （２９）

由式（１７）～（２１）可得Ｌ１裂缝的尖点突变模型

标准势函数为

犝 ＝０．２５０犜
４
＋０．６９７犜

２
＋０．９５０犜 （３０）

　　Ｌ１裂缝稳定性判别式计算结果为

４狑３１＋２７狑
２
２ ＝３５．１７ （３１）

　　同样，可得Ｌ２２裂缝稳定性判别式计算结果为

４狑３１＋２７狑
２
２ ＝０．６５ （３２）

　　对于２条裂缝，计算结果均大于０，根据衬砌

裂缝稳定性判据，可知２条裂缝均未达到失稳条

件。后期监测数据表明２条裂缝的宽度变化量小

于０．２ｍｍ，宽度变化速率小于０．００２ｍｍ·ｄ－１，

裂缝未有明显扩展趋势，基本处于稳定状态。可

见，本文提出的预测裂缝稳定性的方法与现场监

测的结果一致。

７　结　语

（１）基于小波变换对衬砌裂缝监测数据进行分

解，去除对裂缝稳定性影响较小的高频部分，保留对
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裂缝稳定性影响较大的低频部分，实现了对衬砌裂

缝监测数据的预处理。

（２）将衬砌裂缝影响因素视为灰色量，然后基

于灰色理论将规律性不强的衬砌裂缝监测数据进

行１ＡＧＯ序列累加运算后得到具有明显单调变

化的数据序列，构建了衬砌裂缝的ＧＭ（１，１）灰色

预测模型。

（３）根据尖点突变模型的平衡条件建立了衬砌

裂缝稳定性判据，构建了一种基于现场监测数据的

衬砌裂缝诊断模型。

（４）通过工程实例分析验证了本文提出的隧道

衬砌裂缝诊断模型的实用性和有效性，并可为类似

隧道裂缝诊断提供参考与借鉴。
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