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摘　要：利用有限元方法得到高速列车齿轮传动系统时变啮合刚度，利用傅里叶级数模拟啮合刚度

和传动误差，用多项式拟合齿侧间隙，建立考虑时变啮合刚度、传动误差与齿侧间隙等多种非线性

因素的高速列车斜齿轮传动系统弯扭耦合动力学模型。结合非线性多尺度法，推导了高速列车齿

轮传动系统谐波共振频率因子，利用数值积分法对齿轮传动系统动力学方程进行求解，得到了齿轮

传动系统的频率响应曲线，分析了静态载荷、动态载荷与阻尼对系统谐振响应的影响。分析结果表

明：齿轮传动系统中存在多种谐振频率因子，超谐共振会发生跳跃现象，谐波振动会引发系统倍频

振动。当相对激励频率低于１．００时，系统波动剧烈。在列车实际运营中应制定合理的运营速度，

以避免谐振的发生。
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０　引　言

高速列车齿轮传动系统主要由大小齿轮、箱体

和联轴节构成，其中，小齿轮通过联轴节与牵引电机

相连，大齿轮直接压装在轮轴上，齿轮箱的一端通过

抱轴承悬挂在车轴上，另一端通过吊杆吊挂在构架

横梁上，其性能的优劣直接影响高速列车的动力传

输和转向架的走行安全。在齿轮传动中，由于啮合

过程中参与啮合的轮齿对数的周期变化，使得轮齿

的综合啮合刚度周期变化，在动力学模型中体现

为周期性时变的弹性刚度。同时，在齿轮的设计

制造过程中，不可避免地存在齿侧间隙，具有时变

啮合刚度和齿侧间隙的齿轮系统将表现出强烈的

非线性［１４］，如亚谐和超谐响应、极限环共存和混

沌现象等。国内外学者在这方面也展开了多方面

的研究，Ｋａｈｒａｍａｎ等针对单自由度的直齿传动系统，

考虑了齿轮的时变刚度、传动误差和齿侧间隙，利用

谐波平衡法研究了系统的非线性特性［５８］；Ｂｅｎｔｏｎ等

利用数值方法分析了单自由度齿轮系统的稳定性和

稳态响应，揭示了齿轮系统的谐波共振、概周期响应

和混沌响应［９１０］；Ｒａｇｈｏｔｈａｍａ等利用积分算法对多自

由度的齿轮系统的稳定性进行了研究，探讨了通向混

沌的倍周期分岔途径［１１１２］；Ｂｌａｎｋｅｎｓｈｉｐ等利用试验

验证了齿轮副中超谐响应和极限环共存的现

象［１３１５］。这些研究大多关注的是齿轮系统自身，

高速列车齿轮传动系统在实际运营中不但受到时

变啮合刚度和齿侧间隙的影响，而且受复杂的外

界激励影响，因此，在传动系统的服役中，动态响

应具有明显的非线性特征，极易引发各种非线性

共振［１６］，而目前关于这方面的研究尚少。本文针

对某型高速列车齿轮传动系统，建立考虑时变动

态刚度、传递误差与齿侧间隙等多种非线性因素

的斜齿轮传动系统动力学模型，将动态刚度与传

动误差进行傅里叶展开，利用多项式对齿侧间隙

进行拟合，运用非线性多尺度解析方法分析了系

统的亚谐与超谐共振频率因子，研究了其对系统

共振的影响，结合数值分析方法，得到了相应的非

线性动态响应。

１　齿轮传动系统动力学模型

１．１　动力学方程

高速列车齿轮传动系统通常采用斜齿轮传动方

式，在斜齿轮传动中，除了扭转振动外，由于轮齿的

啮合会产生轴向的动态啮合力，引起轴向振动，因

此，斜齿轮传动系统是一个复杂的弯扭耦合振

动［１７１８］。据此，本文建立的斜齿轮传动系统的动力

学模型见图１。这是一个三维空间的振动系统，整

个齿轮系统共６个自由度，包含沿狔方向的切向运

动、狕方向的轴向运动以及绕狕轴旋转的扭转运动。

图１中：β为齿轮的螺旋角；犿ｐ、犿ｇ 分别为主、被动

齿轮的质量；犐ｐ、犐ｇ分别为主、被动齿轮的转动惯量；

犚ｐ、犚ｇ分别为主、被动齿轮的基圆半径；犽ｐ狔、犽ｇ狔、犽ｐ狕、

犽ｇ狕分别为主、被动齿轮切向和轴向的支承刚度；犮ｐ狔、

犮ｇ狔、犮ｐ狕、犮ｇ狕分别为主、被动齿轮切向和轴向的支承阻

尼；犜ｐ、犜ｇ分别为作用在主、被动齿轮上的外载荷力

矩；犗ｐ、犗ｇ分别为主、被动齿轮的质心；犙、犌分别为

主、被动齿轮的啮合点。

在图１中，设广义的位移向量为

δ１ ＝ （狔ｐ，狕ｐ，θｐ，狔ｇ，狕ｇ，θｇ）
Ｔ （１）

式中：狔ｐ、狔ｇ、狕ｐ、狕ｇ、θｐ、θｇ分别为主、被动齿轮的切向

位移、轴向位移与扭转角。

啮合点切向振动位移狔和轴向振动位移狕的关

系为

狕＝狔ｔａｎ（β） （２）

　　啮合点犙的切向位移狔犙 和轴向位移狕犙 与主

动齿轮广义坐标位移之间的关系为

狔犙＝狔ｐ＋θｐ犚ｐ

狕犙＝狕ｐ－狔犙ｔａｎ（β）＝狕ｐ－（狔ｐ＋θｐ犚ｐ）ｔａｎ（β
烅
烄

烆 ）
（３）

啮合点犌的切向位移狔犌 和轴向位移狕犌 与被

２５
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图１　斜齿轮传动系统动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

动齿轮广义坐标位移之间的关系为

狔犌＝狔ｇ－θｇ犚ｇ

狕犌＝狕ｇ－狔犌ｔａｎ（β）＝狕ｇ－（狔ｇ－θｇ犚ｇ）ｔａｎ（β
烅
烄

烆 ）
（４）

　　设轮齿啮合的法向刚度为犽ｎ，法向阻尼为犮ｎ，

法向啮合误差为犲ｎ，分解后的轴向刚度为犽ｎ狕，切向

刚度为犽ｎ狔，轴向阻尼为犮ｎ狕，切向阻尼为犮ｎ狔，轴向啮

合误差为犲ｎ狕，切向啮合误差为犲ｎ狔，分别表示为

犽ｎ狕 ＝犽ｎｓｉｎ（β）

犽ｎ狔 ＝犽ｎｃｏｓ（β）

犮ｎ狕 ＝犮ｎｓｉｎ（β）

犮ｎ狔 ＝犮ｎｃｏｓ（β）

犲ｎ狕 ＝犲ｎｓｉｎ（β）

犲ｎ狔 ＝犲ｎｃｏｓ（β

烅

烄

烆 ）

（５）

　　由牛顿第二定律可得系统的动力学方程为

犿ｐ狔
··

ｐ＋犮ｐ狔狔
·
ｐ＋犽ｐ狔犳狔（狔ｐ）＝－犉狔

犿ｇ狔
··

ｇ＋犮ｇ狔狔
·
ｇ＋犽ｇ狔犳狔（狔ｇ）＝犉狔

犿ｐ狕
··

ｐ＋犮ｐ狕狕
·
ｐ＋犽ｐ狕犳狕（狕ｐ）＝犉狕

犿ｇ狕
··

ｇ＋犮ｇ狕狕
·
ｇ＋犽ｇ狕犳狕（狕ｇ）＝－犉狕

犐ｐθ
··

ｐ＝－犜ｐ－犉狔犚ｐ

犐ｇθ
··

ｇ＝－犜ｇ－犉狔犚

烅

烄

烆 ｇ

（６）

犉狔＝犽ｎ狔犳狔（狔犙－狔犌－犲ｎ狔）＋犮ｎ狔（狔
·

犙－狔
·

犌－犲
·

ｎ狔
）＝

　　ｃｏｓ（β ［）犽ｎ犳狔（狔ｐ＋犚ｐθｐ－狔ｇ＋犚ｇθｇ－犲ｎ狔）＋

　　犮ｎ（狔
·

ｐ＋犚ｐθ
·

ｐ－狔
·

ｇ＋犚ｇθ
·

ｇ－犲
·

ｎ狔 ］） （７）

犉狕＝犽ｎ狕犳狕（狕犙－狕犌－犲ｎ狕）＋犮ｎ狕（狕
·

犙－狕
·

犌－犲
·

ｎ狕
）＝

　　ｓｉｎ（β｛）犽ｎ犳［狕 （狕ｐ－（狔ｐ＋犚ｐθｐ）ｔａｎ（β）－狕ｇ＋

　（狔ｇ－θｇ犚ｇ）ｔａｎ（β）－犲ｎ ］狕 ＋犮［ｎ 狕·ｐ－（狔·ｐ＋

　　　犚ｐθ
·

ｐ）ｔａｎ（β）－狕
·
ｇ＋（狔

·

ｇ－θ
·

ｇ犚ｇ）ｔａｎ（β）－犲
·

ｎ］｝狕
（８）

式中：犳狔（·）和犳狕（·）分别为切向和轴向的齿侧间

隙函数；犉狔、犉狕 分别为切向和轴向的动态啮合力。

１．２　系统激励

齿轮传动系统的动态激励分为内部激励和外部

激励，外部激励主要指输入转矩和负载转矩，内部激

励包括时变啮合刚度激励和传递误差激励等。轮齿

综合啮合刚度定义为使一对或几对同时啮合的轮齿

在１ｍｍ齿宽上产生１μｍ挠度所需的载荷
［１９］。针

对这一定义，利用有限元法可以得到齿轮的啮合刚

度，建立高速列车轮齿三维实体接触有限元模型

（图２），计算出随时间变化的啮合轮齿之间弹性变

形和受力，从而得到齿轮啮合刚度，然后采用傅里叶

级数对时变刚度进行拟合，拟合结果见图３。啮合

刚度为

犽ｎ＝犓ｓ＋∑
∞

犼＝１

犓犼ｃｏｓ（犼ω１狋＋φ犼） （９）

ω１ ＝２π犣ｐ狀ｐ／６０＝２π犣ｇ狀ｇ／６０ （１０）

式中：犓ｓ为平均刚度；犼为采用傅里叶级数拟合时的

谐波项数；犓犼为刚度波动幅值；φ犼 为相位角；ω１ 为齿

轮副的啮合圆周频率；犣ｐ、犣ｇ 分别为主、被动齿轮的

齿数；狀ｐ、狀ｇ分别为主、被动齿轮的转速；狋为时间。

图２　轮齿接触有限元模型

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔａｃｔｉｎｇｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｇｅａｒｐａｉｒ

轮齿啮合误差是由齿轮加工误差和安装误差引

起的，在设计阶段只有精度要求，无具体的误差数

值，通常采用齿轮啮合频率的傅里叶级数表示，据此

得到齿轮的误差曲线的模拟结果见图４。啮合误差

犲为

犲＝犲０＋∑
∞

犼＝１

犲犼ｓｉｎ（犼ω１狋＋φ犼） （１１）

式中：犲０、犲犼分别为齿轮啮合误差的常数和幅值。

３５
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图３　啮合刚度曲线

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｓｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｕｒｖｅｓ

图４　误差曲线

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ

齿侧间隙函数可用分段函数表达，设犾为齿侧

间隙，齿侧间隙函数犳０（犾）为

犳０（犾）＝

犾－犫１ 犾＞犫１

０ －犫１ ≤犾≤犫１

犾＋犫１ 犾＜－犫

烅

烄

烆 １

（１２）

式中：犫１ 为刚度转折点的相对位移。

将间隙函数看成是对称形式，通常可用多项式

对齿侧间隙函数进行拟合，按三次多项式拟合的效

果见图５，拟合参数犪１ 与犪２ 分别取０．１６７与０．０６４。

三次多项式拟合函数犳１（犾）为

犳１（犾）＝犪１犾＋犪２犾
３ （１３）

１．３　运动方程的归一化

设齿间扭转相对位移狔ｒ 与量纲为１的时间τ

分别为

狔ｒ＝θｐ犚ｐ＋θｇ犚ｇ－犲ｎ狔

τ＝ω２狋

ω２ ＝ 犓ｓ／犿槡 ｅ

犿ｅ＝
犐ｇ犐ｐ

犐ｇ犚
２
ｐ＋犐ｐ犚

２
ｇ

式中：ω２ 为齿轮固有频率；犿ｅ为齿轮等效质量。

将刚度表达式（９）和误差表达式（１１）代入动力

图５　齿侧间隙函数曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｔｏｏｔｈｂａｃｋｌａｓｈｆｕｎｃｔｉｏｎ

学方程式（６）中，将式（６）最后２个方程合并为扭转

相对运动方程，引入标定尺度犫０，对动力学方程

式（６）进行归一化，得到归一化后的动力学方程为

　　　δ
··

２＋２犆δ
·

＋犓犉＝犘 （１４）

　　　δ２＝（狔ｐｄ，狔ｇｄ，狕ｐｄ，狕ｇｄ，狔ｒｄ）
Ｔ

　　　犉＝（犳狔（狔ｐｄ），犳狔（狔ｇｄ），犳狕（狕ｐｄ），犳狕（狕ｇｄ），

　　　　　犳狔（狔ｐｄ＋狔ｒｄ－狔ｇｄ），犳狕（狕ｐｄ－狕ｇｄ－

　　　　　（狔ｐｄ＋狔ｒｄ－狔ｇｄ）ｔａｎ（β）））
Ｔ

　　　犆＝

ξ１１ ξ１２ ０ ０ ξ１５

ξ２１ ξ２２ ０ ０ ξ２５

ξ３１ ξ３２ ξ３３ ξ３４ ξ３５

ξ４１ ξ４２ ξ４３ ξ４４ ξ４５

ξ５１ ξ５２ ０ ０ ξ

熿

燀

燄

燅５５

　　　犓＝

犽１１ ０ ０ ０ 犽１５ ０

０ 犽２２ ０ ０ 犽２５ ０

０ ０ 犽３３ ０ ０ 犽３６

０ ０ ０ 犽４４ ０ 犽４６

０ ０ ０ ０ 犽５５

熿

燀

燄

燅０

　　　犘＝（０，０，０，０，犉１＋犉２ｃｏｓ（ω３狋＋!１
）＋

　　　　　犉３ω
２

１ｃｏｓ（ω１狋＋!２
））Ｔ

　　　狔ｐｄ＝狔ｐ／犫０

　　　狔ｇｄ＝狔ｇ／犫０

　　　狕ｐｄ＝狕ｐ／犫０

　　　狕ｇｄ＝狕ｇ／犫０

　　　狔ｒｄ＝狔ｒ／犫０

式中：δ２ 为量纲为１的位移向量；犉为量纲为１的齿

侧间隙函数向量；犆为量纲为１的阻尼矩阵；ξ犿狀（犿＝

１，…，５；狀＝１，…，５）为阻尼；犓为量纲为１的刚度矩

阵；犽狉狊（狉＝１，…，５；狊＝１，…，６）为刚度；犘为广义载

荷矩阵；犉１ 为齿轮副传递静态载荷的平均值；犉２ 为

齿轮系统受到的外部激励；犉３ 为齿轮系统受到的内

部激励；ω３ 为外部激励频率；!１、!２分别为犉２ 与犉３

４５
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对应的相位角。

扭转相对运动方程归一化后为

狔
··
ｒｄ＋２（ξ５１狔

·

ｐｄ＋ξ５２狔
·

ｇｄ＋ξ５５狔
·
ｒｄ
）＋

　　犽５５犳狔（狔ｐｄ＋狔ｒｄ－狔ｇｄ）＝犉１＋

　　犉２ｃｏｓ（ω３狋＋ !１）＋

　　犉３
２
ｃｏｓ（狋＋ !２

） （１５）

犽５５ ＝１＋∑
!

犼＝１

犽犼ｃｏｓ（犼τ＋φ犼）

犽犼 ＝犓犼／犓ｓ

＝ω１／ω２

ξ５１ ＝ξ５５ ＝
犮ｎｃｏｓ（β）

２ω２犿ｅ

ξ５２ ＝－
犮ｎｃｏｓ（β）

２ω２犿ｅ

犉１ ＝
犉ｐ０
犚ｐ犫０犓ｓ

犉２ ＝
犿ｅ犚ｐ犉ｐ１
犐ｐ犫０犓ｓ

犉３ ＝
犲
犫０

式中：犉ｐ０与犉ｐ１分别为静态载荷与波动载荷。

２　共振频率因子分析

为了对系统的频率成分进行分析，取齿轮相对

扭转运动方程为例，在式（１５）中忽略外部激励，引入

小参数ε，令

狌＝狔ｒｄ

ξ５１＋ξ５２＋ξ５５ ＝εμ

犪１ ＝ω
２

０

犪２ ＝ζ

则式（１５）可写为

　　狌
··
＋２εμ狌

· ［＋ １＋ε∑
!

犼＝１
犽犼ｃｏｓ（犼τ＋φ犼 ］）·

　　　　（狑
２
０狌＋εζ狌

３）＝犉１＋犉３
２ｃｏｓ（τ＋!２

）（１６）

式中：μ为复合阻尼。

采用多尺度法［２０］分析齿轮扭转运动在远离主

共振时的谐波运动，设式（１６）的一次近似解为

狌＝狌０＋ε狌１ （１７）

　　时间尺度变量犜０ 与犜１ 分别为

犜０ ＝ε
０
τ

犜１ ＝ε
１
τ

式中：狌０ 与狌１ 为时间尺度犜０ 与犜１ 的函数。

将式（１７）代入式（１６），令两端的ε
０ 系数相等，

得到０次近似方程的解为

　狌０＝犃ｅｘｐ（ｉω０犜０）＋犃
－

ｅｘｐ（－ｉω０犜０）＋

　　　 犅ｅｘｐ（ｉ犜０）＋犅
－

ｅｘｐ（－ｉ犜０）＋犉１／ω
２

０
（１８）

　犅＝犉３ｅｘｐ（ｉ!２
）
２／２（ω

２

０－
２）

式中：犅为由犉３ 引起的振幅响应；犅
－
为犅的共轭复

数；犃为犜１ 的待定复函数；犃
－
为犃的共轭复数。

将式（１７）、（１８）代入式（１６），同时令两端的ε
１

系数相等，则一次近似方程表示为

犇２＋狌１＝－ｅｘｐ（ｉ犜０）［３ζ犅（犅
－
２＋２犃

－
２＋犉２１／ω

４

０
）＋

　　２ｉμ犅］－ζ犃
３ｅｘｐ（ｉ３ω０犜０）－ζ犅

３ｅｘｐ（ｉ３犜０）－

　　ｅｘｐ（ｉω０犜０）［３ζ犃（２犅
－
２＋犃

－
２＋犉２１／ω

４

０
）＋２ｉω０（μ犃＋

　　犇犃）］－３ζ犉１［犅
２ｅｘｐ（２ｉ犜０）＋犃

２ｅｘｐ（２ｉω０犜０）］·

　　ω
－２

０ －３ζ犃犅
２ｅｘｐ［ｉ（２－ω０）犜０］－３ζ犃

－
２犅
－

ｅｘｐ［ｉ（－

　　２ω０）犜０］－３ζ犃
２犅
－

ｅｘｐ［ｉ（２ω０－）犜０］－３ζ犃
２犅·

　　ｅｘｐ［ｉ（２ω０＋）犜０］－６ζ犃
－

犅犉１ｅｘｐ［ｉ（－ω０）犜０］·

　　ω
－２

０ －
１

２∑
!

犼＝１

犽犼犉１ｅｘｐ［ｉ（犼犜０＋φ犼）］－

　　
１

２∑
∞

犼＝１

犽犼犅ω
２

０ｅｘｐ［ｉ（犼犜０＋犜０＋φ犼）］－

　　
１

２∑
∞

犼＝１

犽犼犃ω
２

０ｅｘｐ［ｉ（犼犜０＋ω０犜０＋φ犼）］－

　　
１

２∑
∞

犼＝１

犽犼犅
－

ω
２

０ｅｘｐ［ｉ（犼犜０－犜０＋φ犼）］－

　　
１

２∑
∞

犼＝１

犽犼犃
－

ω
２

０ｅｘｐ［ｉ（犼犜０－ω０犜０＋φ犼）］＋犈 （１９）

犇＝狌１／犜１

式中：犈为与久期项无关的项。

依据消除久期项的条件，在远离主共振的情况

下，系统主要存在以下共振频率因子：超谐共振频

率，２＝ω０ 与３＝ω０；亚谐共振频率，＝２ω０ 与＝

３ω０；组合共振频率，犼±＝ω０。

由上述分析可以看出，斜齿轮传动系统存在多

种共振频率因子，下面研究不同的共振频率因子下

的系统动态特性。

３　谐振分析

由于高速列车齿轮传动系统固有频率较高，在

实际运营中发生亚谐共振的可能性较小，以３＝ω０

时系统的超谐振动为例，分析系统在３阶超谐振动

时的响应，引入谐振参数σ，设

３＝ω０＋εσ （２０）

　　将式（２０）代入式（１９），由消除久期项的条件得

３ζ犃（２犅
－
２＋犃

－
２＋犉２１／ω

４

０
）＋２ｉω０（μ犃＋

犇犃）＋ζ犅
３ｅｘｐ（ｉσ犜１）＝０ （２１）

５５
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　　设犃为α１ｅｘｐ（ｉα２）／２，α１ 和α２ 是关于犜１ 的实

函数，代入式（２１），分离实部和虚部，得

　　 α
·
１＝－

ζ犅
３ｓｉｎ（γ）

ω０
－μα１ （２２）

　　 γ
·
＝σ－

３ζ犉
２
１

２ω
５

０

－
３ζ犅犅

－

ω０
－ζ
犅３ｃｏｓ（γ）

ω０α１
－
３ζα

２
１

８ω１
（２３）

　　 γ＝σ犜１－α２

　　式（２２）、（２３）非零常值解对应于系统的稳态周

期运动，令α
·

１＝γ
·
＝０，可得到α１ 和γ的常值解，进

而得到时域响应方程与频率响应方程分别为

　狌＝犉１／ω
２

０＋犉３
２ｃｏｓ（狋＋!２

）／（ω
２

０－
２）＋

　　　α１ｃｏｓ（３狋－γ） （２４）

［　 μ２＋ σ－３ζ犉
２
１

２ω
５

０

－
３ζα

２
１

８ω０
－
３ζ犅犅

－

ω（ ）
０

］
２

α
２
１＝
ζ
２
犅６

ω
２

０

（２５）

针对式（２５）中不同的静态载荷、内部激励（不考

虑相位角）载荷和阻尼，可得到相应的频率响应曲

线，见图６。由图６可以得出系统在３阶超谐共振

时的振动特点：系统的非线性使得频率响应曲线弯

曲，引起多值性，从而存在跳跃等非线性现象；静态

载荷变化会引起共振频率的转移，但是对幅值没有

影响；内部动态载荷对共振频率和幅值都有影响，对

幅值的影响尤为显著；阻尼对共振幅值影响显著，增

大阻尼可明显降低共振的幅值。

４　数值分析

由上述分析可知，齿轮系统的复杂非线性使得

系统在不同频率激励时呈现复杂的非线性现象，为

了直观了解系统的谐振响应特性，对齿轮传动系统

方程进行数值求解，考虑初始条件的影响，将初始的

部分周期略去。齿轮系统的相关参数为：齿轮模数

为６ｍｍ，主、被动齿轮齿数分别为３５与８５；齿宽为

６５ｍｍ；中心距为３８０ｍｍ；齿侧间隙为０．１１５ｍｍ；

螺旋角与压力角为２０°；啮合刚度和传递误差分别

见图３、４。分别在齿轮额定转速无谐振和谐振工况

下求解齿轮系统动力学方程的稳态响应，得到齿轮

扭转方向的位移时程响应见图７～９，时间、频率与

位移的量纲为１。

从图７～９中可以看出，相比于不发生谐波振动

工况，齿轮系统在２、３阶超谐振动时振动幅值明显

增大，波动更为剧烈。在谐振时，不但存在激励频率

为主的主谐频率（３阶超谐振动的０．３７和２阶超谐

振动的０．５４），还能激发较大的主谐频率倍频振动

（如３阶超谐振动的０．７５）。而在无谐振时，系统响

应的主频为１．１１，因此，在列车的运营中，应制定合

图６　频率响应曲线

Ｆｉｇ．６　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

理的列车运行速度，尽量避免谐波振动的发生。为

进一步分析系统振动与激励频率之间的关系，调整

激励频率的大小，分析不同内部激励频率下齿轮扭

转方向位移的变化曲线，见图１０。从图１０中可知，

在低频振动区，系统振幅波动频繁，幅值波动较大，

在０．２０附近发生跳跃现象；在频率大于１．００之后，

振动趋于相对平稳，该动车组传动系统在额定转速下

的激励频率为１．１１，处于一个合理的频率范围之内。

５　结　语

建立了高速列车斜齿轮传动系统动力学模型，

运用多尺度法对考虑了时变刚度、传递误差与齿侧

间隙的斜齿轮传动系统的谐波共振进行了分析，得

６５
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图７　三阶超谐响应

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｓｕｐｅｒｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

图８　二阶超谐响应

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｓｕｐｅｒｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

到了谐振频响曲线，同时运用数值方法求得时间历

程曲线，得到以下结论：高速列车齿轮传动系统中存

图９　无谐振响应

Ｆｉｇ．９　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｉｔｈｏｕｔｓｕｐｅｒｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图１０　扭转振动位移

Ｆｉｇ．１０　Ｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

在超谐共振、亚谐共振与组合共振等多种谐振形式；

系统在超谐响应时，存在跳跃现象，静态载荷影响共

振发生的频率，内部动态载荷和系统阻尼对共振的

幅值有较大的影响；谐振能使系统响应急剧增大，随

着系统频率增加，系统的振动会发生变化，在低频阶

段，系统的波动幅值较大，运动剧烈；在列车的实际运

营中，应制定合理的运营速度，以避免谐振的发生。
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