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摘　要：从弹性力学基础理论出发，采用刚度矩阵法，推导了应用于直角坐标系下的三维多层弹性

层状体系静力学数值解法。引入二维傅里叶变换及高斯积分求解法，基于 ＭＡＴＬＡＢ数学软件平

台编制计算程序，实现三维多层弹性层状体系理论计算方法的数值求解。针对典型有砟轨道轨下

基础结构，采用提出的计算方法和编制的相应计算程序对其进行静力学分析，并将所获得的计算结

果与采用通用有限元程序ＡＢＡＱＵＳ的计算结果进行对比。分析结果表明：采用提出的计算方法

和通用有限元计算方法获得有砟轨道轨下基础最大竖向位移分别为１．５０、１．９５ｍｍ，最大竖向应

力分别为０．３４、０．２１ＭＰａ，计算结果较为接近，计算反映出来的各状态分量变换规律基本一致，提

出的计算方法及其相应计算程序可应用于多层弹性层状体系的静力学计算。
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０　引　言

弹性层状体系理论自２０世纪４０年代开始，在

国内外取得了巨大的突破和进展，并在工程技术中

得到了广泛应用。１９４３年，美国哥伦比亚大学Ｂｕｒ

ｍｉｓｔｅｒ首次提出弹性层状体系理论，并先后发表了

轴对称荷载作用下双层和三层弹性体系的理论解，

为该理论的迅速发展奠定了基础［１３］，随后相关研究

编制完成的ＢＩＳＴＲＯ、ＢＩＳＡＲ及ＣＩＲＣＬＹ程序均可

实现多层弹性层状体系结构的理论计算；国内最早

在１９６４年由朱照宏等对双层及三层弹性层状体系

在单圆均布垂直荷载作用下的力学解答进行了较为

全面的理论计算，并提出了数解表及计算图；王凯等

推导了应用于多种荷载形式下，考虑完全连续、光滑

或半接触状态，多层弹性层状体系的理论解答，并合

作编制完成了 ＨＰＤＳ软件
［４７］，被中国公路沥青路

面结构设计相关规范推荐采用。以上研究成果中关

于弹性层状体系理论的研究均与Ｂｕｒｍｉｓｔｅｒ基于应

力及位移函数法出发推导的解析解方法类似。

在国内关于层状体系理论的相关研究成果还有

张起森等结合试验验证及理论分析，提出了考虑层

间非线性接触的有限元增量子结构分析法［８９］；黄卫

在大量计算和分析的基础上，提出了弹性层状体系

弯拉应力的近似计算公式［１０］；任瑞波等应用传递矩

阵法推导了多层粘弹性半空间体问题的理论解答，

并用于计算和研究ＦＷＤ动态落锤式弯沉的动力学

理论计算模拟［１１１２］，传递矩阵法克服了应力函数的

选取问题，然而其计算和求解过程中常常会遇到溢

出或者病态矩阵现象导致计算失败［１３１４］；钟阳等提

出的类似有限元方法的刚度矩阵法同样不需要引入

应力函数，而是直接从弹性力学的基本方程出发，采

用矩阵理论以及相应的积分变换等分析方法，实现

对多层弹性层状结构体系的力学理论求解［１５１７］，该方

法可以避免可能导致传递矩阵溢出或病态的矩阵求

解问题，然而相关研究中对于直角坐标下多层弹性层

状体系结构的刚度矩阵推导未能获得准确的结果。

当前弹性层状体系理论在公路路面以及机场道

面等工程结构计算及设计中得到了广泛应用，如中

国现行的柔性路面设计规范是以三层弹性体系为基

础，英国地沥青学会的设计规范、壳牌设计法等也都

是以层状体系理论作为其理论计算的基础。美国肯

塔基大学的Ｋｅｎｔｒａｃｋ程序是基于有限元方法及多

层弹性层状体系理论编制的，可以应用于铁路轨下

基础的结构设计，并能用于分析和计算轨下基础的

结构厚度以及疲劳损伤等［１８２０］。

综上所述，弹性层状体系理论在国内外已经有了

长久的发展，关于弹性层状体系理论计算方法可以分

为Ｂｕｒｍｉｓｔｅｒ解析法、传递矩阵法以及刚度矩阵法。

Ｂｕｒｍｉｓｔｅｒ解析法推导过程复杂，尤其在多层复杂结

构的应用上存在较大的局限性，传递矩阵法又由于其

在计算过程中容易出现溢出或者病态矩阵现象导致

计算失败，而刚度矩阵法不仅避免了传递矩阵法的病

态矩阵问题，也使得弹性层状体系理论计算方法的工

程应用可行性显著提高。基于此，本文采用刚度矩阵

法，推导了三维多层弹性层状体系理论计算方法，并

结合工程实例进行计算对比分析，验证本文推导的三

维多层弹性层状体系理论计算方法的可靠性。

１　弹性层状体系静力学基本计算理论

直角坐标系下的三维多层（层数狀≥２）弹性体系

理论计算见图１，计算原点可以选择取在第一层的顶

面上部荷载作用中心位置处，垂直顶层层面向下为狕

轴的正向。各层的层厚在水平上保持一致，除地基层

为无限半空间体以外其他结构层均为有限厚度层，分

别设其厚度为犺犻，弹性模量及泊松比分别为犈犻、μ犻，均

布荷载为狇（狓，狔，狕）。

图１　三维多层弹性层状体系理论计算

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆ３Ｄｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｌａｓｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

假设各层材料都为均质、各向同性的弹性材料，

材料的力学特性服从胡克定律；最底层的地基层在水
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平方向和沿深度方向均为无限体，其上各层厚度均为

有限；在最底层无限深处及水平无限远处位移、应力

和应变均为０；各层结构之间的层间接触状态假定为

完全连续接触。根据以上的计算图示及其理论假定，

由于计算结构为弹性半空间无限体，故沿厚度方向无

穷远处，应力和位移分量均趋于０。

在图１所示坐标系中，取出结构中某层内的任意

微元体进行受力分析，获得其静力学平衡方程，根据

弹性力学理论，结合几何方程以及物理方程，由广义

胡克定律推导出用位移表示的三维多层弹性层状体

系的静力学平衡方程，并经简化后获得拉姆方程为
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式中：狌、狏、狑为３个方向的位移分量；μ为泊松比。

２　直角坐标系下三维多层弹性层状体

系传递矩阵推导

２．１　位移及应力二维傅里叶变换域的解答

文献［１３］中提出针对空间问题弹性层状体系理

论位移及应力表达式推导的方法，本文研究中采用

变量替换解法，从拉姆方程出发推导多层弹性层状

体系结构的位移和应力解答，见式（２）。

２．２　传递矩阵推导

取出三维多层弹性层状体系结构中的单一层，

建立该层局部坐标，假定该层层顶上坐标狕为０，该

层厚度为犺，其层顶及层底的应力、位移见图２。图２

中为二维傅里叶变换域的应力及位移解，狌－、狏－、狑－ 为

变换域各方向的位移分量；σ
－
狓、σ

－
狔、σ

－
狕 为各方向的主

应力分量；τ
－
狓狔、τ

－
狓狕、τ

－
狔狕为各方向的剪切应力分量；α、

β为傅里叶变换后的横、纵坐标。为构建弹性体系

结构单一层的传递矩阵，首先将应力、位移二维傅里

叶域的表达式表示成为矩阵，见式（３）、（４）。
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２狕）犮１ｅ
犽狕
＋（２μ犽－α

２
狕）犮２ｅ

－犽狕
＋α犮３ｅ

犽狕
＋α犮４ｅ

－犽狕］

σ
－
狔（α，β，狕）

犌
＝２ｉ［（２μ犽＋β

２狕）犮１ｅ
犽狕
＋（２μ犽－β

２狕）犮２ｅ
－犽狕
＋β犮５ｅ

犽狕
＋β犮６ｅ

－犽狕］

σ
－
狕（α，β，狕）

犌
＝２ｉ［犽（２－２μ－犽狕）犮１ｅ

犽狕
＋犽（２－２μ＋犽狕）犮２ｅ

－犽狕
－α犮３ｅ

犽狕
－α犮４ｅ

－犽狕
－β犮５ｅ

犽狕
－β犮６ｅ

－犽狕］

τ
－
狓狔
（α，β，狕）

犌
＝ｉ（２αβ犮１狕ｅ

犽狕
－２αβ犮２狕ｅ

－犽狕
＋β犮３ｅ

犽狕
＋β犮４ｅ

－犽狕
＋α犮５ｅ

犽狕
＋α犮６ｅ

－犽狕）

τ
－
狓狕（α，β，狕）

犌
＝－２α（１－２μ－犽狕）犮１ｅ

犽狕
＋２α（１－２μ＋犽狕）犮２ｅ

－犽狕
＋
１

犽
［（α

２
＋犽

２）（犮３ｅ
犽狕
－犮４ｅ

－犽狕）＋

　　αβ（犮５ｅ
犽狕
－犮６ｅ

－犽狕）］

τ
－
狔狕（α，β，狕）

犌
＝－２β（１－２μ－犽狕）犮１ｅ

犽狕
＋２β（１－２μ＋犽狕）犮２ｅ

－犽狕
＋
１

犽
［αβ（犮３ｅ

犽狕
－犮４ｅ

－犽狕）＋

　　（β
２
＋犽

２）（犮５ｅ
犽狕
－犮６ｅ

－犽狕

烅

烄

烆 ）］

（２）

ｉσ
－
狕
（α，β，狕）

犌

τ
－
狓狕
（α，β，狕）

犌

τ
－

狔狕
（α，β，狕）

犌

ｉ狑－（α，β，狕）

狌－（α，β，狕）

狏－（α，β，狕

熿

燀

燄

燅）

＝

－犫１ｅ
犽狕

－犫２ｅ
－犽狕

２αｅ
犽狕

２αｅ
－犽狕

２βｅ
犽狕

２βｅ
－犽狕

－α犫３ｅ
犽狕
α犫４ｅ

－犽狕 犫５ｅ
犽狕

犽
－
犫５ｅ

－犽狕

犽
αβｅ

犽狕

犽
－
αβｅ

－犽狕

犽

－β犫３ｅ
犽狕

β犫４ｅ
－犽狕 αβｅ

犽狕

犽
－
αβｅ

－犽狕

犽

犫６ｅ
犽狕

犽
－
犫６ｅ

－犽狕

犽

－犫７ｅ
犽狕 犫８ｅ

－犽狕 αｅ
犽狕

犽
－
αｅ

－犽狕

犽
βｅ

犽狕

犽
－β
ｅ
－犽狕

犽

α狕ｅ
犽狕

－α狕ｅ
－犽狕

ｅ
犽狕

ｅ
－犽狕

０ ０

β狕ｅ
犽狕

－β狕ｅ
－犽狕

０ ０ ｅ
犽狕

ｅ
－

熿

燀

燄

燅犽狕

犮１

犮２

犮３

犮４

犮５

犮

熿

燀

燄

燅６

（３）

σ
－
狓
（α，β，狕）

犌

σ
－

狔
（α，β，狕）

犌

τ
－
狓狔
（α，β，狕）

熿

燀

燄

燅犌

＝

ｉ犫９ｅ
犽狕

ｉ犫１０ｅ
－犽狕

２ｉαｅ
犽狕
２ｉαｅ

－犽狕
０ ０

ｉ犫１１ｅ
犽狕

ｉ犫１２ｅ
－犽狕

０ ０ ２ｉβｅ
犽狕
２ｉβｅ

－犽狕

２ｉαβ狕ｅ
犽狕
－２ｉαβ狕ｅ

－犽狕
ｉβｅ

犽狕
ｉβｅ

－犽狕
ｉαｅ

犽狕
ｉαｅ

－

熿

燀

燄

燅
犽狕

犮１

犮２

犮３

犮４

犮５

犮

熿

燀

燄

燅６

（４）
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图２　单一层应力及位移

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｅｓｓａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｅａｃｈｌａｙｅｒ

犽＝ α
２
＋β槡

２

犫１ ＝２犽（２－２μ－犽狕）

犫２ ＝２犽（２－２μ＋犽狕）

犫３ ＝２（１－２μ－犽狕）

犫４ ＝２（１－２μ＋犽狕）

犫５ ＝α
２
＋犽

２

犫６ ＝β
２
＋犽

２

犫７ ＝３－４μ－犽狕

犫８ ＝３－４μ＋犽狕

犫９ ＝２（２μ犽＋α
２
狕）

犫１０ ＝２（２μ犽－α
２
狕）

犫１１ ＝２（２μ犽＋β
２狕）

犫１２ ＝２（２μ犽－β
２
狕）

式中：犌为重力常数；ｉ为虚数单位；犮１、犮２、…、犮６ 为

６个相互独立的待定常数。

在式（３）、（４）中共有９个应力及位移分量，实际

计算中可以先求出６个应力及位移分量的解答，然

后再求解余下分量的解答。为了求解的方便，首先

将式（３）调整为

犝
－

＝犔
－

犆
－

（５）

犆
－

＝［犮１ 犮２ 犮３ 犮４ 犮５ 犮６］
Ｔ

犝
－

＝
ｉσ－狕（α，β，狕）

犌

τ－狓狕（α，β，狕）

犌

τ－狔狕（α，β，狕）

犌
ｉ狑－（α，β，狕） 狌

－（α，β，狕） 狏
－（α，β，狕［ ］）

Ｔ

犔
－

＝

－犫１ｅ
犽狕

－犫２ｅ
－犽狕

２αｅ
犽狕

２αｅ
－犽狕

２βｅ
犽狕

２βｅ
－犽狕

－α犫３ｅ
犽狕

α犫４ｅ
－犽狕 犫５ｅ

犽狕

犽
－
犫５ｅ

－犽狕

犽
αβｅ

犽狕

犽
－
αβｅ

－犽狕

犽

－β犫３ｅ
犽狕

β犫４ｅ
－犽狕 αβｅ

犽狕

犽
－
αβｅ

－犽狕

犽

犫６ｅ
犽狕

犽
－
犫６ｅ

－犽狕

犽

－犫７ｅ
犽狕

犫８ｅ
－犽狕 αｅ

犽狕

犽
－
αｅ
－犽狕

犽
βｅ
犽狕

犽
－β
ｅ
－犽狕

犽

α狕ｅ
犽狕

－α狕ｅ
－犽狕

ｅ
犽狕

ｅ
－犽狕

０ ０

β狕ｅ
犽狕

－β狕ｅ
－犽狕

０ ０ ｅ
犽狕

ｅ
－

熿

燀

燄

燅
犽狕

在式（５）中，对于单一层的顶面（狕＝０），该式同

样成立，由此可以得出

犝
－

０＝犚
－

犆
－

（６）

犝
－

０＝
ｉσ－狕（α，β，０）

犌

τ－狓狕（α，β，０）

犌
τ－狔狕（α，β，０）

犌
ｉ狑－（α，β，０） 狌

－（α，β，０） 狏
－（α，β，０［ ］）

Ｔ

犚
－

＝

－４犽（１－μ） －４犽（１－μ） ２α ２α ２β ２β

－２α（１－２μ） ２α（１－２μ）
α
２
＋犽２

犽
－
α
２
＋犽２

犽
αβ
犽

－
αβ
犽

－２β（１－２μ） ２β（１－２μ）
αβ
犽

－
αβ
犽

β
２＋犽２

犽
－β
２＋犽２

犽

－３＋４μ ３－４μ
α
犽

－
α
犽

β
犽

－β
犽

０ ０ １ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １ １

联立式（５）、（６），可以得出

犝
－

＝犔
－

犚
－
－１犝
－

０ （７）

　　采用初等变换方法求得逆矩阵，并通过计算整

理获得该层弹性体系结构的传递矩阵为

ｉσ－狕（α，β，狕）

犌

τ－狓狕（α，β，狕）

犌

τ－狔狕（α，β，狕）

犌

ｉ狑－（α，β，狕）

狌－（α，β，狕）

狏－（α，β，狕

熿

燀

燄

燅）

＝

犜１１ 犜１２ 犜１３ 犜１４ 犜１５ 犜１６

犜２１ 犜２２ 犜２３ 犜２４ 犜２５ 犜２６

犜３１ 犜３２ 犜３３ 犜３４ 犜３５ 犜３６

犜４１ 犜４２ 犜４３ 犜４４ 犜４５ 犜４６

犜５１ 犜５２ 犜５３ 犜５４ 犜５５ 犜５６

犜６１ 犜６２ 犜６３ 犜６４ 犜６５ 犜

熿

燀

燄

燅６６

ｉσ－狕（α，β，０）

犌

τ－狓狕（α，β，０）

犌

τ－狔狕（α，β，０）

犌

ｉ狑－（α，β，０）

狌－（α，β，０）

狏－（α，β，０

熿

燀

燄

燅）

（８）

犜１１＝ｃｏｓｈ（犽狕）－
犽狕

２（１－μ）
ｓｉｎｈ（犽狕）

犜１２＝
α狕

２（１－μ）
ｃｏｓｈ（犽狕）＋

（１－２μ）α
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

犜１３＝ β狕
２（１－μ）

ｃｏｓｈ（犽狕）＋
（１－２μ）β
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

犜１４＝－
犽２狕
１－μ

ｃｏｓｈ（犽狕）＋
犽
１－μ

ｓｉｎｈ（犽狕）

犜１５＝
α犽狕
１－μ

ｓｉｎｈ（犽狕）
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　　犜１６＝β
犽狕
１－μ

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２１＝－
α狕

２（１－μ）
ｃｏｓｈ（犽狕）＋

（１－２μ）α
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２２＝ｃｏｓｈ（犽狕）＋
α
２狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２３＝
αβ狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２４＝－
α犽狕
１－μ

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２５＝
α
２狕
１－μ

ｃｏｓｈ（犽狕）＋ μα
２

（１－μ）犽
＋［ ］犽ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜２６＝
αβ狕
１－μ

ｃｏｓｈ（犽狕）＋ μαβ
（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３１＝－ β狕
２（１－μ）

ｃｏｓｈ（犽狕）＋
（１－２μ）β
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３２＝
αβ狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３３＝ｃｏｓｈ（犽狕）＋ β
２狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３４＝－β
犽狕
１－μ

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３５＝
αβ狕
１－μ

ｃｏｓｈ（犽狕）＋ μαβ
（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜３６＝β
２狕
１－μ

ｃｏｓｈ（犽狕）＋ μβ
２

（１－μ）犽
＋［ ］犽ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４１＝－
狕

４（１－μ）
ｃｏｓｈ（犽狕）＋

３－４μ
４（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４２＝
α狕

４（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４３＝ β狕
４（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４４＝ｃｏｓｈ（犽狕）－
犽狕

２（１－μ）
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４５＝
α狕

２（１－μ）
ｃｏｓｈ（犽狕）－

（１－２μ）α
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜４６＝ β狕
２（１－μ）

ｃｏｓｈ（犽狕）－
（１－２μ）β
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５１＝－
α狕

４（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５２＝
α
２狕

４（１－μ）犽
２ｃｏｓｈ（犽狕）＋

４（１－μ）犽
２－α

２

４（１－μ）犽
３ ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５３＝
αβ狕

４（１－μ）犽
２ｃｏｓｈ（犽狕）－

αβ
４（１－μ）犽

３ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５４＝－
α狕

２（１－μ）
ｃｏｓｈ（犽狕）－

（１－２μ）α
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５５＝ｃｏｓｈ（犽狕）＋
α
２狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜５６＝
αβ狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６１＝－ β狕
４（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６２＝
αβ狕

４（１－μ）犽
２ｃｏｓｈ（犽狕）－

αβ
４（１－μ）犽

３ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６３＝ β
２狕

４（１－μ）犽
２ｃｏｓｈ（犽狕）＋

４（１－μ）犽
２－β

２

４（１－μ）犽
３ ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６４＝－ β狕
２（１－μ）

ｃｏｓｈ（犽狕）－
（１－２μ）β
２（１－μ）犽

ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６５＝
αβ狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

　　犜６６＝ｃｏｓｈ（犽狕）＋ β
２狕

２（１－μ）犽
ｓｉｎｈ（犽狕）

３　直角坐标系下三维多层弹性层状体

系刚度矩阵推导

基于传递矩阵自身无法避免的缺点———计算中

容易出现溢出或病态矩阵而导致计算失败，本文从

传递矩阵出发，重新推导基于刚度矩阵法的弹性层

状体系结构的静力学问题计算方法，采用刚度矩阵

法能有效避免传递矩阵的缺点，其计算过程可靠。

故从传递矩阵式（８）出发，采用矩阵的分块计算方

法，推导出各层应力与位移的表达式为

ｉσ
－
狕
（α，β，犺）

τ
－
狓狕
（α，β，犺）

τ
－

狔狕
（α，β，犺）

ｉσ
－
狕（α，β，０）

－τ
－
狓狕
（α，β，０）

－τ
－
狔狕（α，β，０

熿

燀

燄

燅）

＝犓犼

ｉ狑
－（α，β，犺）

狌
－（α，β，犺）

狏
－（α，β，犺）

－ｉ狑
－（α，β，０）

狌
－（α，β，０）

狏
－（α，β，０

熿

燀

燄

燅）

＝

　　

犽１１ 犽１２ 犽１３ 犽１４ 犽１５ 犽１６

犽１２ 犽２２ 犽２３ 犽１５ 犽２５ 犽２６

犽１３ 犽２３ 犽３３ 犽１６ 犽２６ 犽３６

犽１４ 犽１５ 犽１６ 犽１１ 犽１２ 犽１３

犽１５ 犽２５ 犽２６ 犽１２ 犽２２ 犽２３

犽１６ 犽２６ 犽３６ 犽１３ 犽２３ 犽

熿

燀

燄

燅３３

ｉ狑
－（α，β，犺）

狌
－（α，β，犺）

狏
－（α，β，犺）

－ｉ狑
－（α，β，０）

狌
－（α，β，０）

狏
－（α，β，０

熿

燀

燄

燅）

（９）

犽１１＝
４犌（１－μ）犽

２犃 （３－４μ）犃犅－４犽犺（犃＋１［ ］）

Δ

犽１２＝
２犌α犽犃 ４犽

２犺２（犃＋１）－（１－２μ）（３－４μ）犃［ ］２

Δ

犽１３＝β
α
犽１２

犽１４＝
８犌（１－μ）犽

２犇犃 （３－４μ）犃－［ ］犽犺犅

Δ

犽１５＝－
８犌（１－μ）α犽

２犺犇犃２

Δ

犽１６＝β
α
犽１５

犽２２＝
犌 （３－４μ） ４（１－μ）犽

２－β［ ］２ 犃２犅＋４犽犺（犃＋１） ４（１－μ）α
２犃－β

２［ ］｛ ｝犽犺犅

Δ

８１
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犽２３＝
犌 （３－４μ）αβ犃

２犅＋４αβ犽犺（犃＋１）４（１－μ）犃＋［ ］｛ ｝犽犺犅

Δ

犽２５＝
２犌犇 ４β

２犽２犺２（犃＋１）－４（１－μ）α
２犽犺犃犅－（３－４μ）４（１－μ）犽

２－β［ ］２ 犃｛ ｝２

Δ

犽２６＝－
２犌αβ犇 ４犽

２犺２（犃＋１）＋４（１－μ）犽犺犃犅＋（３－４μ）犃［ ］２

Δ

犽３３＝
犌 （３－４μ）４（１－μ）犽

２－α［ ］２ 犃２犅＋４犽犺（犃＋１）４（１－μ）β
２犃－α

２［ ］｛ ｝犽犺犅

Δ

犽３６＝
２犌犇 ４α

２犽２犺２（犃＋１）－４（１－μ）β
２犽犺犃犅－（３－４μ）４（１－μ）犽

２－α［ ］２ 犃｛ ｝２

Δ

Δ＝犃犽４犽
２犺２（犃＋１）－（３－４μ）

２犃［ ］２

犃＝ｅ－２犽犺－１

犅＝ｅ－２犽犺＋１

犇＝ｅ－犽犺

式中：犓犼为第犼层的刚度矩阵。

４　基于刚度矩阵法的弹性层状体系静

力学问题求解

４．１　建立弹性层状体系的总刚度矩阵

为构建多层弹性层状体系结构的总刚度矩阵，

首先取出某２层结构进行分析，假设为第犼层与第

犼＋１层，其上下表面层的局部坐标分别设定为

狕犼－１、狕犼、狕犼＋１。

根据式（９）分别建立２层弹性层状结构的刚度

矩阵，并结合层间完全连续的接触条件，通过整理可

以获得该２层结构的刚度矩阵为

ｉσ
－犼
狕
（α，β，狕犼－１）

τ
－犼
狓狕
（α，β，狕犼－１）

τ
－犼

狔狕
（α，β，狕犼－１）

０

０

０

ｉσ
－犼＋１

狕
（α，β，狕犼＋１）

τ
－犼＋１

狓狕
（α，β，狕犼＋１）

τ
－犼＋１

狔狕
（α，β，狕犼＋１

熿

燀

燄

燅）

＝犓

ｉ狑
－犼（α，β，狕犼－１）

狌
－犼（α，β，狕犼－１）

狏
－犼（α，β，狕犼－１）

ｉ狑
－犼（α，β，狕犼）

狌
－犼（α，β，狕犼）

狏
－犼（α，β，狕犼）

ｉ狑
－犼＋１（α，β，狕犼＋１）

狌
－犼＋１（α，β，狕犼＋１）

狏
－犼＋１（α，β，狕犼＋１

熿

燀

燄

燅）

（１０）

犓＝

犽
犼
１１ 犽

犼
１２ 犽

犼
１３ 犽

犼
１４ 犽

犼
１５ 犽

犼
１６ ０ ０ ０

犽
犼
１２ 犽

犼
２２ 犽

犼
２３ 犽

犼
１５ 犽

犼
２５ 犽

犼
２６ ０ ０ ０

犽
犼
１３ 犽

犼
２３ 犽

犼
３３ 犽

犼
１６ 犽

犼
２６ 犽

犼
３６ ０ ０ ０

犽
犼
１４ 犽

犼
１５ 犽

犼
１６ 犽

犼
１１＋犽

犼＋１

１１ 犽
犼
１２＋犽

犼＋１

１２ 犽
犼
１３＋犽

犼＋１

１３ 犽
犼＋１

１４ 犽
犼＋１

１５ 犽
犼＋１

１６

犽
犼
１５ 犽

犼
２５ 犽

犼
２６ 犽

犼
１２＋犽

犼＋１

１２ 犽
犼
２２＋犽

犼＋１

２２ 犽
犼
２３＋犽

犼＋１

２３ 犽
犼＋１

１５ 犽
犼＋１

２５ 犽
犼＋１

２６

犽
犼
１６ 犽

犼
２６ 犽

犼
３６ 犽

犼
１３＋犽

犼＋１

１３ 犽
犼
２３＋犽

犼＋１

２３ 犽
犼
３３＋犽

犼＋１

３３ 犽
犼＋１

１６ 犽
犼＋１

２６ 犽
犼＋１

３６

０ ０ ０ 犽
犼＋１

１４ 犽
犼＋１

１５ 犽
犼＋１

１６ 犽
犼＋１

１１ 犽
犼＋１

１２ 犽
犼＋１

１３

０ ０ ０ 犽
犼＋１

１５ 犽
犼＋１

２５ 犽
犼＋１

２６ 犽
犼＋１

１２ 犽
犼＋１

２２ 犽
犼＋１

２３

０ ０ ０ 犽
犼＋１

１６ 犽
犼＋１

２６ 犽
犼＋１

３６ 犽
犼＋１

１３ 犽
犼＋１

２３ 犽
犼＋１

熿

燀

燄

燅３３

对于地基层，假设其为弹性半空间无限体，即在

深度方向狕→"

，所有应力和位移均为０，二维傅里

叶变换域的应力和位移同样为０，可以获得弹性半

空间体的刚度矩阵犓狀。由此，类似有限元的方法，

整体结构所受的外力可以看成为最上层顶部施加的

由上部轨道结构传递而来的外部荷载作用力以及最

下层弹性半空间体内的零荷载，基于此，可建立起多

层弹性层状体系结构的总刚度矩阵为

σ
－
狕
（α，β，０）

τ
－
狓狕
（α，β，０）

τ
－

狔狕
（α，β，０）



熿

燀

燄

燅

０

０

０

＝

犓１

犓２



犓狀－１

犓

熿

燀

燄

燅
狀

·

狑
－（α，β，０）

狌
－（α，β，０）

狏
－（α，β，０）

狑
－（α，β，犺１）

狌
－（α，β，犺１）

狏
－（α，β，犺１）



狑
－（α，β，犺狀－１）

狌
－（α，β，犺狀－１）

狏
－（α，β，犺狀－１）

狑
－（α，β，犺狀）

狌
－（α，β，犺狀）

狏
－（α，β，犺狀

熿

燀

燄

燅）

（１１）

４．２　弹性层状体系静力学问题的真实解答

通过求解式（１１），即可获得多层弹性层状体系

结构中各层的全部位移及应力在二维傅里叶变换域

内的解答，然而要获得该静力学问题的真实解答，还

需要进行进一步的二维傅里叶积分的逆变换。

本文中，通过基于 ＭＡＴＬＡＢ数学工具软件平

台，编制相关计算程序，采用二维高斯积分法进行二

维傅里叶逆变换计算，最后通过计算获得弹性层状

体系的静力学真实解答［２１］。

５　典型工程应用

５．１　计算模型

有砟轨道系统整体结构计算模型见图３，其包括

了上部轨道结构以及下部轨下基础结构。利用有限

元计算方法，构建系统整体结构的总刚度矩阵。钢轨

９１
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图３　有砟轨道系统整体结构计算模型

Ｆｉｇ．３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｂａｌｌａｓｔｔｒａｃｋ

ｓｙｓｔｅｍｏｖｅｒａｌｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

与轨枕之间由一维弹簧单元相连，而轨枕与下部轨下

基础之间假定为链杆相连，各轨枕节点的力通过链杆

均匀分摊到阴影部分所示的面积上，其分摊面积设为

犪犻犫犻，该面积的大小根据上部轨枕有限元划分的方式

进行确定，采用等效受力的原则作用到相同面积区域

内，细部等效转换计算模型见图４，有砟轨道上部轨

道结构单元划分及节点编号见图５。

图４　轨枕节点力链杆等效转换

Ｆｉｇ．４　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｏｆｓｌｅｅｐｅｒｎｏｄａｌｆｏｒｃｅ

在轨枕犻节点处，链杆的受力为犉ｔ犻，其等效作

用面积为犪犻犫犻，故犻节点以下轨下基础顶面犪犻犫犻区域

内承受的均布压力狆犻（狓，狔，０）为
犉ｔ犻
犪犻犫犻

，由此可知，设

轨枕第犻节点的平面位置坐标为（狓犻，狔犻），并将其取

为下部轨下基础局部坐标的原点，则在二维傅里叶

变换域内，轨枕犻节点以下范围内轨下基础顶面狕

为０的边界条件为

图５　有砟轨道结构单元划分及节点编号

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｕｎｉｔｓａｎｄｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒｓｏｆｂａｌｌａｓｔｔｒａｃｋ

０２
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σ
－
狕犻
（α，β，０）＝

４犉
－

ｔ犻

犪
２

犻犫
２
犻αβ
ｓｉｎα

犪犻（ ）２ ｓｉｎβ
犫犻（ ）２

τ
－
狓狕犻
（α，β，０）＝０

τ
－

狔狕犻
（α，β，０）＝

烅

烄

烆 ０

（１２）

式中：犪犻、犫犻分别为等效作用面的长、宽；带“－”变量

为相应变量在二维傅里叶变换域内的值。

基于虚功原理及各层结构材料特性的线弹性假

设，可以获得全部的轨枕节点接触反力，即轨下基础

参与系统整体结构计算的等效刚度矩阵。轨下基础

对轨枕的反力为

０

犉
［ ］

ｔ

＝犓
ｆ
δｒ

δ
［ ］
ｔ

（１３）

　　将下部轨下基础的反力作为外部力施加到上部

轨道结构的轨枕底部，上部轨道结构的整体受力仅

包括施加在钢轨之上的列车竖向荷载以及施加在轨

枕底部朝上的轨下基础作用反力，从而建立上部轨

道结构的整体刚度矩阵。此处采用直接刚度法［１６］

建立整体刚度矩阵为

犉ｒ［ ］
０
－
０

犉
［ ］

ｔ

＝犓
ｓ
δｒ

δ
［ ］
ｔ

（１４）

式中：犉ｒ为钢轨之上的列车荷载作用力；犉ｔ为轨枕

底部的基础反力；犓ｓ为上部轨道结构的整体刚度矩

阵；犓ｆ为轨下基础参与系统整体结构计算的等效刚

度矩阵；δｒ为钢轨节点的广义位移状态量，包括各节

点的竖向位移以及沿狔轴方向的转角；δｔ为轨枕节

点的广义位移状态量，包括各节点的竖向位移以及

沿狓轴方向的转角。

将式（１３）代入式（１４），移项后可得

犉ｒ［ ］
０
＝ 犓ｓ＋犓（ ）ｆ

δｒ

δ
［ ］
ｔ

＝犓δ （１５）

犓＝犓
ｓ
＋犓

ｆ

式中：犓、δ分别为有砟轨道系统整体结构的总刚度

矩阵、位移矩阵。

通过求解式（１５），即可获得单轴荷载作用下

系统上部轨道结构中钢轨及轨枕内部各节点的位

移及内力，并通过叠加原理计算获得多轴荷载叠

加效应下轨枕节点传递给下部轨下基础的作用荷

载，再将其代入式（１１），获得轨下基础各层状体系

结构内部的位移及应力在二维傅里叶变换域内的

解答，然后再进行二维傅里叶积分的逆变换，方能

获得真实解答。

５．２　结构尺寸及材料参数

有砟轨道铁路系统中各结构计算参数见表１，在

参考相关试验结果的同时，着重参考铁路相关设计规

范以及国内外同行的相关研究成果［２２２４］，对计算参数

进行反复斟酌，最终确定较为合适的计算参数。计算

中钢轨类型均选用６０ｋｇ·ｍ
－１钢轨，其弹性模量犈

取２．０５９×１０５ ＭＰａ，钢轨抗弯截面模量犐取２．０３７×

１０－５ｍ４，扣件（垫板）刚度取６０ｋＮ·ｍｍ－１，计算荷载

采用规范中给出的ＺＫ标准荷载。

表１　有砟轨道计算参数

犜犪犫．１　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狀犵狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犫犪犾犾犪狊狋狋狉犪犮犽

结构 几何尺寸／ｍ 材料 弹性模量／ＭＰａ 泊松比 密度／（ｋｇ·ｍ－３）

轨枕 长、宽、高分别为２．６０、０．２０、０．２２ 钢筋混凝土 ３６０００ ０．２０ ２４５０

道床层 层厚为０．４５ 花岗岩 ３００ ０．３５ ２０５０

基床表层 层厚为０．６０ 碎石 ２００ ０．４０ ２０００

基床底层 层厚为１．９０ Ａ、Ｂ组填料 １２０ ０．４０ １９００

地基 无限半空间体 天然土 ８０ ０．４０ １８００

５．３　计算结果分析

通过以上程序计算，首先计算获得单轴荷载作

用（５根轨枕分担）下各轨枕节点上的节点力分布，

再根据叠加原理获得ＺＫ标准荷载中４轴共同作用

下节点力的大小，计算范围内１３根轨枕节点力呈现

对称分布，单侧上各轨枕中间节点力最大值分别为

２．８３、４０．１８、６４．３９、５５．４６、５０．７６、５７．５８、５５．４６ｋＮ。

由此可见，最大轨枕节点力出现在第３、１１号轨枕

的中间节点上，最大值为６４．３９ｋＮ，同样可以得

出，对于５根轨枕分担的假定，最两端１、１３号轨

枕中间节点力分担已经很小，该假定能满足工程

精度的要求。

根据计算模型中的链杆连接假定，获得轨下基

础表面竖向应力值分布，在轨枕中间各位置点处竖

向应力最大值分别为０．０２、０．２１、０．３４、０．３０、０．２７、

０．３１、０．３０ＭＰａ，其整体成对称分布，由此可见，轨

下基础顶面竖向应力最大值为０．３４ＭＰａ，发生在

第３根轨枕中间点以下，此处竖向应力为压应力，故

１２
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记为负值。

在位移分量中，竖向位移是最需要关注的指标

值，是关系到上部轨道结构平顺性以及行车安全性

的关键性指标值，也是实现列车高速及重载运行的

关键所在，故此处重点对轨下基础的竖向位移进行

计算分析。通过以上计算获得有砟轨道轨下基础各

层在不同计算位置处竖向位移值（图６）。根据计算

结果可知，轨下基础竖向位移各层在轨枕荷载作用

位置下方处相对较大，根据轨枕变形协调性的特点，

将上面道床层不同点位的竖向位移进行拟合，在３、

１１号轨枕正下方荷载作用的中心位置处竖向位移

最大，其值约为１．５０ｍｍ，竖向位移往下迅速减小，

到基床表面顶面最大竖向位移约为０．８２ｍｍ，到基

床底层及地基层竖向位移基本为０。由此可见，上

部列车荷载作用下轨下基础的竖向位移主要发生在

道床层以及基床表层。

图６　有砟轨道轨下基础顶面竖向位移

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｂｏｖｅｂａｌｌａｓｔｔｒａｃｋｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

５．４　有限元程序对比

有限元计算同样针对本文中采用的典型有砟轨

道结构，各结构层计算参数同上，将有限元计算结果

与本文计算方法的结果进行对比，对本文程序计算

结果进行验证［１９］。同样采用ＺＫ标准荷载，有砟轨

道根据ＺＫ荷载作用的特点以及荷载５根轨枕分担

的近似假定，选取１３根轨枕范围作为该计算模型的

计算范围，通过综合考虑，建立的有砟轨道整体有限

元计算模型见图７。

图７　有限元计算模型

Ｆｉｇ．７　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｍｏｄｅｌ

５．５　竖向位移对比

分别采用本文计算程序以及通用有限元软件

ＡＢＡＱＵＳ，计算有砟轨道轨下基础的整体结构静力

学响应规律，并进行对比分析。首先分别提取计算

结果相对较大的轨下基础顶面的竖向位移进行对比

（图８）。由图８可知，对比本文程序与有限元软件计

算结果，二者反映的位移规律较接近，且最大竖向位

移均出现在荷载作用位置处，采用有限元软件的计算

结果相对偏大。各结构层顶面最大竖向位移的计算

结果对比见表２，轨下基础顶面的最大竖向位移计算

结果分别为１．５０、１．９５ｍｍ，二者非常接近。

图８　竖向位移计算结果对比

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

表２　最大竖向位移对比

　　犜犪犫．２　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犿犪狓犻犿狌犿狏犲狉狋犻犮犪犾犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊 ｍｍ

计算部位 本文程序计算结果 有限元软件计算结果

道床层顶面 １．５０ １．９５

基床表层顶面 ０．８２ １．２５

基床底层顶面 ０．３１ ０．５０

地基层顶面 微小，忽略不计 微小，忽略不计

图９　竖向应力计算结果对比

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｒｅｓｓｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

５．６　竖向应力对比

采用本文程序及通用有限元程序计算所获得的

有砟轨道轨下基础最大竖向应力分别为０．３４、０．２１

ＭＰａ，另分别提取中间７号轨枕处轨下基础顶面横

向路线上竖向应力的计算结果进行对比（图９）。由

图９可知，采用２种计算方法获得的竖向应力较为

接近，对比结果不仅在数值上较为一致，而且反映的

２２
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规律基本相同。但从对比看，本文的计算结果与有

限元计算结果相比均略偏小，此误差可能来自理论

假定本身存在的误差，如层状体系无限边界的假定

以及等效作用面积的假定等。

６　结　语

本文基于弹性层状体系理论，从弹性力学基本

方程出发，采用刚度矩阵法，重新推导了三维多层弹

性层状体系的整体刚度矩阵，提出了基于刚度矩阵

法的弹性层状体系静力学计算方法。应用二维傅里

叶变换以及拉普拉斯变换实现计算方法的数值求

解，并基于 ＭＡＴＬＡＢ软件平台编制计算程序实现

了静力学的求解。

针对有砟轨道铁路整体结构，采用有限元法构

建起上部轨道结构的刚度矩阵，并基于虚功原理及

链杆假定，实现了将三维多层弹性层状体系理论的

计算方法应用于铁路结构的静力学理论计算中，构

建起了整体结构的静力学计算模型及其求解方法。

分别采用本文程序以及有限元软件２种计算方

法，对典型有砟轨道铁路系统进行静力学分析，获得

有砟轨道轨下基础最大竖向位移分别为１．５０、

１．９５ｍｍ，最大竖向应力分别为０．３４、０．２１ＭＰａ，计

算结果较为接近，且计算反映出来的各状态分量变

换规律基本一致，验证了采用本文推导的弹性层状

体系静力学计算方法及其相应计算程序能应用于轨

下基础多层弹性层状体系的静力学计算，可以获得

较为理想的计算结果。
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